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RESUMO
Nesta dissertac¸a˜o calculamos alguns limites fenomenolo´gicos para a eletrodinaˆmica e gra-
vitac¸a˜o massiva em altas ordens derivativas, supondo que e´ poss´ıvel ter um processo
astrof´ısico que gere simultaneamente ondas gravitacionais e eletromagne´ticas. Apresen-
tamos operadores de altas ordens derivativas que viola a invariaˆncia de Lorentz, seguindo
a abordagem de Myers-Pospelov para descric¸a˜o de ondas gravitacionais massivas e ele-
tromagne´ticas. Calculamos as equac¸o˜es de movimento desses modelos, suas relac¸o˜es de
dispersa˜o e as velocidades. Os paraˆmetros que controlam a violac¸a˜o no setor gravitacional
ξg e eletromagne´tico ξγ, sa˜o obtidos por duas abordagens diferentes: o atraso temporal
e diferenc¸a de velocidades dos fo´tons e gra´vitons . Estes paraˆmetros dependem das suas
respectivas escalas de massa pela qual os efeitos da violac¸a˜o de Lorentz se tornam re-
levantes, setor eletromagne´tico dado por M e o setor gravitacional dado M1. A raza˜o
entre os paraˆmetros ξg e ξγ e´ de interesse do ponto de vista fenomenolo´gico se M M1.
Determinamos tambe´m a diferenc¸a entre as velocidades dos fo´tons e gra´vitons, e como
resultado, obtemos vγ − vg . 0.62 × 10−17 compat´ıvel com os resultados apresentados
anteriormente na literatura.
Palavras-Chave: Violac¸a˜o de Lorentz, Ondas Gravitacionais e Ondas Eletromagne´ticas.
ABSTRACT
In this work, we compute some phenomenological bounds for the electromagnetic and
massive gravitational high-derivative extensions supposing that it is possible to have an
astrophysical process that generates simultaneously gravitational and electromagnetic wa-
ves. We present a Lorentz-violating LIV higher-order derivative, following the Myers-
Pospelov approach, to electrodynamics and massive gravitational waves. We compute the
corrected equation of motion of these models, their dispersion relations and the velocities.
The LIV parameters for the gravitational ξg and electromagnetic sector ξγ respectively
were also obtained for two different approaches: time delay of flight and the difference of
graviton and photon velocities. These LIV parameters depend on the mass scales where
the LIV-terms become relevant, M for the electromagnetic sector and M1 for the gra-
vitational one. The relation between the parameters ξg and ξγ is of interest from the
phenomenological point of view if M M1. We determine the difference between the ve-
locities of the photon and the graviton was calculated and our result, vγ−vg . 0.62×10−17,
is compatible with the results already presented in the literature.
Key-words: Invariance Lorentz Violation, Gravitational Wave and Gamma-Ray Bursts.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A possibilidade da violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz (LIV em ingleˆs) teˆm sido
ativamente explorada tanto no ponto de vista teo´rico quanto no experimental. Grande
parte das motivac¸o˜es de se considerar tal possibilidade surge da visa˜o de que o espac¸o-
tempo nas escalas de energias pro´ximas a escala de Planck, se comporte completamente
diferente de sua conhecida descric¸a˜o continua, e assim, deixando algumas evideˆncias em
baixas energias (uma ide´ia que tem sido muito recorrente em teorias que se candidatam
a ser fundamentais).
Estudos sobre a LIV ja´ foram realizados nos seguintes contextos: teoria de cordas
[1, 2], extensa˜o do modelo padra˜o [3], teoria do espac¸o-tempo espumoso [4], geometria
na˜o-comutativa [5], relac¸a˜o de dispersa˜o modificada [6], teoria de campos em altas ordens
derivativas [7], teoria de horˇava-lifshitz [8], etc. A faixa de previso˜es desses modelos que
investigam a LIV, abrange todo o setor da mate´ria e da gravidade e sa˜o verificadas por
um grande nu´mero de testes experimentais (veja uma tabela na Ref.[9]). No momento, os
melhores limites para a LIV sa˜o obtidos atrave´s de observac¸o˜es astrof´ısicas de comporta-
mentos na emissa˜o de fo´tons. Por exemplo, para birrefringeˆncia do va´cuo tem-se limites
de kAF < 2× 10−42GeV para o paraˆmetro que controla a LIV do modelo de Carrol-Field-
Jackiw [10, 11] e atrave´s de raios co´smicos ultra-energe´ticos, tem-se limite de ξ < 10−15
para o paraˆmetro que controla a LIV do modelo de Myers-Pospelov [12, 13].
Neste trabalho, estudamos a LIV no contexto de teoria de campos efetivas com um
ingrediente extra a ser incorporado pela presenc¸a de termos de altas ordens derivativas ou
operadores de dimensa˜o mais elevadas do que os operadores usuais de teoria de campos.
O uso de operadores de altas ordens derivativas para descrever a LIV tem se tornado mais
popular nos u´ltimos anos. Um exemplo e´ o modelo de Myers-Pospelov no qual a LIV e´
introduzida por operadores de dimensa˜o-cinco constru´ıdo atrave´s de derivadas parciais ao
longo de um quadri-vetor na˜o-dinaˆmico para fe´mions, fo´tons e campos escalares. Devemos
considerar operadores ana´logos ao de Myers-Pospelov para fo´tons e gra´vitons massivos.
1
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Nosso foco e´ o desenvolver uma sondagem efetiva para testar a LIV como consequ¨eˆncia
direta da f´ısica de alt´ıssimas energias tal como as caracterizada pela escala de Planck.
No limite das altas energias tem-se que os poss´ıveis efeitos devido a influeˆncia
da LIV caracterizam-se pelas velocidades de propagac¸a˜o de part´ıculas dependentes da
helicidades e das energias. Por exemplo, pode-se inferir sobre certos paraˆmetros que
controlam a LIV pela determinac¸a˜o do tempo da viagem de fo´tons de diferentes energias
emitidos simultaneamente de um mesmo objeto astrof´ısico [14]. No sentido de medir
tais limites, deve-se levar em considerac¸a˜o um fenoˆmeno ultra-energe´tico tal como uma
explosa˜o de raios gama [15, 16, 17, 18] ou um colapso de um nu´cleo gala´tico ativo [19, 20].
Outra possibilidade de se restringir modelos de LIV e´ realizada pela medida na mudanc¸a
da direc¸a˜o de polarizac¸a˜o de feixes de raios-x cosmolo´gicos em func¸a˜o da energia [21].
Observac¸o˜es desse tipo teˆm sido usadas frequentemente como laborato´rio astrof´ısicos de
verificac¸a˜o da ocorreˆncia da LIV na natureza [22, 23, 24, 25]. O principal objetivo desse
trabalho e´ estudar limites para LIV usando detecc¸o˜es simultaˆneas das ondas gravitacionais
e eletromagne´ticas.
A detecc¸a˜o de ondas gravitacionais (GW), divulgada pelo Laborato´rio de Interfe-
rometria a Laser de Ondas Gravitacionais (LIGO) e a colaborac¸a˜o Virgo [26] abre novas
perspectivas na cosmologia e na astrof´ısica observacionais. Particularmente na astrof´ısica,
esta constatac¸a˜o abre a possibilidade de ter conhecimento de processos antes inacess´ıveis
pelo uso de ondas eletromagne´ticas. A questa˜o que surge enta˜o, e´ a de qual f´ısica funda-
mental pode-se extrair atrave´s de observac¸o˜es de ondas gravitacionais, em particular, o
evento registrado pelo LIGO em 14 de setembro de 2015 (GW150914). Como exemplos, a
colaborac¸a˜o LIGO divulgou em seus trabalhos [27], uma estimativa para o limite inferior
para a massa do gra´viton, mg < 10
−22 eV e sugerindo que observac¸o˜es de eventos de fuso˜es
de buracos negros bina´rios podem ser usados para limitar modelos de f´ısica quaˆntica [28].
A detecc¸a˜o de um sinal transiente (lampejos de luz de curta durac¸a˜o) de exploso˜es
de raios gama (GRB) em torno de 50 KeV apo´s 0.40 s da detecc¸a˜o do evento GW150914
foi divulgada pelo Fermi (GBM) [29], (sate´lite de monitoramento de GRB). Este fato
observacional e o limite inferior estimado pelo LIGO para a massa do gra´viton foram
usados pelas Refs. [30, 31, 32, 48] para determinar limites entre as velocidades das ondas
eletromagne´tica e gravitacionais e tambe´m para a escala de energia em poss´ıveis efeitos
da LIV possa emergir. Neste trabalho, pretendemos ampliar esses estudos usando como
ferramenta teo´rica a introduc¸a˜o de operadores de altas ordens derivativas que violam
explicitamente a invariaˆncia de Lorentz. Objetivamos em encontrar novas restric¸o˜es feno-
menolo´gicas para a LIV pelo uso das medidas simultaˆneas de GRB e GW produzida por
uma mesma fonte, isto e´, assumindo que ambos os sinais sejam produzidos supostamente
por uma fusa˜o de um sistema bina´rio de buracos negros, embora que este assunto esteja
em intenso debate na literatura [34, 35, 36].
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A estrutura da dissertac¸a˜o e´ a seguinte. No Cap.2, constru´ımos operadores de
altas ordens derivativas e os introduzimos como modificac¸o˜es da eletrodinaˆmica. Estu-
damos as modificac¸o˜es dos modos de propagac¸a˜o das ondas eletromagne´ticas. No Cap.3,
constru´ımos tambe´m operadores de altas ordens derivativas e os introduzimos como modi-
ficac¸o˜es da gravidade linearizada massiva. Estudamos as modificac¸o˜es dos modos de pro-
pagac¸a˜o das ondas gravitacionais. No Cap.4, discutimos alguns limites fenomenolo´gicos
para LIV atrave´s de recentes observac¸o˜es astrof´ısicas. No Cap.5, apresentamos nossas
concluso˜es e as intenc¸o˜es de novos trabalhos.
Ao longo de toda a dissertac¸a˜o adotaremos o sistema de unidades naturais: c =
~ = 1. Assim com a me´trica: ηµν = (−1,+1,+1,+1).
Cap´ıtulo 2
A Violac¸a˜o da Invariaˆncia de
Lorentz: campo eletromagne´tico
2.1 O Modelo de Carrol-Field-Jackiw
O modelo de Carrol-Field-Jackiw (CFJ) corresponde a uma modificac¸a˜o do setor
do campo de calibre que prever, entre outras coisas, o efeito da birrefringeˆncia da luz
no va´cuo ao longo de um quadri-vetor na˜o-dinaˆmico que controla a violac¸a˜o de Loretz.
Devido a sua relevaˆncia, o mesmo tem sido usando como uma importante contribuic¸a˜o
usada para a extensa˜o do Modelo Padra˜o proposta por Colladay e Kostelecky´ [3]. A ac¸a˜o
associada a este termo e´ dada na forma
SCFJ =
∫
d4x kαF˜
ανAν
=
1
2
∫
d4xεαλµνkαFλµAν (2.1)
onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ e´ o tensor intensidade de campo eletromagne´tico e kµ e´ um
campo contante que caracteriza um ambiente de poss´ıvel violac¸a˜o da simetria de Lorentz.
Note que dimensa˜o deste quadri-vetor e´ de massa e portanto todo o operador associado,
pode ser considerado como um operador de dimensa˜o-quatro. Note que εαβµν corresponde
ao simbolo de Levi-Civita, que por sua vez, insere o cara´ter de CPT-´ımpar para o modelo.
Nesta sec¸a˜o usaremos a Eq.(2.1) como modificac¸a˜o da Lagrangeana de Maxwell e revi-
samos como esse conjunto modifica as equac¸o˜es de movimento e a relac¸a˜o de dispersa˜o
usuais.
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2.1.1 As Equac¸o˜es de Movimento
A dinaˆmica do campo de calibre na presenc¸a do termo dado pela Eq.(2.1) e de uma
corrente externa jµ pode ser descrita como [37]
LMCFJ = −1
4
FµνF
µν − 1
2
kαF˜
ανAν − jµAµ (2.2)
e o segundo termo e´ o seu dual F˜ µν = 1
2
εµνρσFρσ, sa˜o definidos usualmente, temos o
quadri-vetor constante kµ que determina uma direc¸a˜o privilegiada no espac¸o-tempo, e
assim, controlando a violac¸a˜o das simetrias de Lorentz e CPT.
Antes de mais nada, e´ importante verificar a invariaˆncia da Lagrangeana, Eq.(2.2)
frente a uma transformac¸a˜o de calibre: Aµ → A′µ = Aµ + ∂µΛ (com Λ sendo uma um
escalar) tal que δAµ = ∂µΛ. Isto deve implicar primeiro em δFµν = δF
µν = 0 de tal forma
que encontramos
δLMCFJ = kµF˜ µν(∂νΛ)− jµ(∂µΛ)
= ∂ν(kµF˜
µν Λ)− (∂µjµ)Λ. (2.3)
Assim, podemos concluir que a invariaˆncia de calibre pode ser assegurada a menos de um
termo de derivac¸a˜o total (com a conservac¸a˜o da corrente, ∂µj
µ = 0).
Por outro lado, a equac¸a˜o de movimento associado a Lagrangeana, Eq.(2.2) podem
ser obtidas atrave´s das equac¸o˜es de Euler-Lagrange:
∂L
∂Aρ
− ∂α ∂L
∂(∂αAρ)
= 0 (2.4)
para L ∼ LMCFJ . Primeiro obtemos as seguintes identidades:
1
4
∂
(
FµνF
µν
)
∂(∂αAρ)
=
1
2
∂
(
∂µAν
)(
∂µAν − ∂νAµ)
∂
(
∂αAρ
)
=
1
2
((
δαµδ
ρ
ν
)(
∂µAν − ∂νAµ)+ (∂µAν)(δαµδρν − δανδρµ))
=
(
∂αAρ − ∂ρAα) = Fαρ, (2.5a)
∂
(
kαF˜
ανAν
)
∂(∂αAρ)
=
∂
(
kµε
µνλσ(∂λAσ)Aν
)
∂(∂αAρ)
= kµε
µνλσ
(
δαλδ
σ
ρ
)
Aν
= kµε
µναρAν , (2.5b)
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∂
(
kαF˜
ανAν − jµAµ
)
∂Aρ
= kαF˜
αρ − jρ. (2.5c)
Assim, inserindo as Eqs. (2.5a) - (2.5c) na Eq.(2.4) obtemos as seguintes equac¸o˜es de
movimento:
∂µF
µν − 2kµF˜ µν = jν . (2.6)
Introduzindo agora a notac¸a˜o Aµ = (A0, Ai), 
0123 = 123 = 1, podemos escrever os
campos ele´trico e magne´tico como
F 0i = Ei, F ij = −ijkBk. (2.7)
Em termos da notac¸a˜o vetorial:
~E = −∂
~A
∂t
− ~∇A0, (2.8a)
~B = ~∇× ~A. (2.8b)
Assim, observamos que a Eq.(2.6) deve modifica as leis de Coulomb e A`mpere:
~∇ · ~E − 2~k · ~B = ρ, (2.9a)
−∂
~E
∂t
+ ~∇× ~B + 2k0 ~B − 2~k × ~E = ~j (2.9b)
com kµ = (k0, ~k) and j
µ = (j0 = ρ,~j). A equac¸o˜es de Maxwell homogeˆneas permanecem
inalteradas uma vez que a a relac¸a˜o entre o campos e os seus respectivos potenciais e´ a
convencional.
2.1.2 A Relac¸a˜o de Dispersa˜o Modificada
A forma da equac¸a˜o de movimento, Eq.(2.6) sugere que a relac¸a˜o de dispersa˜o
para a propagac¸a˜o de fo´tons livres, tambe´m sofrera´ modificac¸o˜es. Podemos verificar isso
reescrevendo a mesma equac¸a˜o de movimento como
(∂2ηµν − ∂µ∂ν − 2εµνρσkρ∂σ)Aµ = 0. (2.10)
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Utilizando o termo de calibre na equac¸a˜o acima ∂µA
µ = 0 e aplicando a soluc¸a˜o de ondas
plana:
Aµ(x) = µ exp(−ip · x), com pµ ≡ (ω, pi), (2.11)
obte´m-se a seguinte equac¸a˜o:
(p2ηµν + 2iεµνρσkρpσ)µ = 0. (2.12)
Resolvendo o determinante associado ao operador obtemos a seguinte relac¸a˜o de dispersa˜o
associada ao modelo Maxwell-CFJ:
(p4 − 4((p · k)2 − p2k2)) = 0, (2.13)
que nos oferecera´ diferentes ana´lises de acordo com a natureza do quadri-vetor constante
kµ tais como o caso tipo-tempo: kµ = (k0,~0) , caso tipo-espac¸o: kµ = (0, ~k) e o caso
tipo-luz: kµ = (k0, |~k|) para k0 ∼ |~k|. No que se segue vamos analisar apenas o caso tipo-
tempo. Esta abordagem faz com que apenas o boots de Lorentz sejam violado (modelo
isotro´pico).
Regime isotro´pico
Neste caso a Eq.(2.13) reduz-se a forma
(ω2 − p2)2 − 4k20p 2 = 0, |~p| ≡ p. (2.14)
Resolvendo esta equac¸a˜o, devemos obter a seguinte soluc¸a˜o para frequ¨eˆncias positivas:
ωλ = p
√
1 + 2λ
k0
p
, (2.15)
onde λ = ± determina duas polarizac¸o˜es para as ondas. Para grandes momentos: p 2k0,
e
ω ≈ |~p|+ λk0. (2.16)
Prevendo poss´ıveis efeitos birrefringentes para a propagac¸a˜o de fo´tons.
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A Velocidade de Grupo e a Velocidade de Fase
Para calcular a velocidade de grupo a partir da relac¸a˜o de dispersa˜o usa-se a
frequ¨eˆncia derivando-a em func¸a˜o de vg ≡ ∂ωλ∂p . Assim obtemos,
vg =
(
1 + λ(k0/p)
)√
1 + 2λ(k0/p)
. (2.17)
Para calcular a a velocidade de fase, consideramos que vf =
ω
p
, tal que
vf =
√
1 + 2λ(k0/p). (2.18)
Note que para (k0/p) > 1 (com λ = +) temos que tanto a velocidade de grupo quanto a
velocidade de fase podem exceder a velocidade da luz. A diferenc¸a entre a velocidades de
grupo e da fase e´ dada por:
vg − vf = − λ(k0/p)√
1 + 2λ(k0/p)
. (2.19)
Para o caso de fo´tons ultra-energe´ticos, isto e´, (k0/p) 1 temos que a diferenc¸a entre as
velocidades tende a zero. De forma equivalente ao caso da eletrodinaˆmica usual.
2.2 O Modelo Maxwell-Myers-Pospelov
O modelo de Myers-Pospelov (MP) e´ uma teoria efetiva que se propo˜em a estudar
cena´rios da violac¸a˜o da simetria de Lorentz atrave´s de operadores de massa de dimensa˜o-
cinco ao longo de um campo na˜o dinaˆmico que interagem com fe´rmions, campos escalares
e campo de calibre. Para o campo eletromagne´tico, a sua proposta e´ dada como
SMP = − ξ
MP
∫
d4xnαFαλ(n · ∂)nβF˜ βλ (2.20)
onde nµ e´ uma quantidade adimensional e na˜o-dinaˆmica que define um novo tipo de de
violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz. Temos tambe´m que ξ e´ um paraˆmetro adimensional e
MP e´ a massa de Planck. E´ importante mencionar tambe´m que a construc¸a˜o de operadores
tal como dado pela Eq.(2.20), segue alguns crite´rios: (i) quadra´tica nos mesmo campos; (ii)
uma ou mais derivada a mais do correspondente termo cine´tico; (iii) obedece naturalmente
a invariaˆncia de calibre; (iv) obedece a invariaˆncia de Lorentz, a menos das propriedades
de nµ; (v) na˜o redut´ıvel a operadores de dimensa˜o menores na equac¸a˜o de movimento;
(vi) e na˜o redut´ıvel a uma derivada total [47]. Ao compararmos as ac¸o˜es efetivas, Eq.(2.1)
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e Eq.(2.20) obtemos que
kµ = −(n · ∂)2nµ. (2.21)
Isto de alguma forma nos leva a pensar que ambas as ac¸o˜es efetivas podem funcionar
com termos de uma se´rie de operadores derivativos. Esse procedimento sera´ introduzido
a seguir. Ale´m disso, estudamos as modificac¸o˜es exercida pela Eq.(2.20) quando inserida
na Lagrangeana de Maxwell.
2.2.1 Extensa˜o em Altas Ordens Derivativas
Neste sec¸a˜o, determinamos as ac¸o˜es efetivas de CFJ e MP com termos de uma se´rie
derivativa. Neste sentido devemos reescrever a ac¸a˜o efetiva de CFJ, Eq.(2.1) na forma
Sγ = −Mξγ
4
∫
d4x εαµλνnαFλµAν , (2.22)
onde ξγ e´ um paraˆmetro adimensional e M e´ a escala de massa na qual a violac¸a˜o da
invariaˆncia Lorentz possa emergir. Fazendo uma integrac¸a˜o por partes na Eq.(2.22),
obtemos
Sγ =
Mξγ
2
∫
d4xAµΠ
µνAν , (2.23)
onde Πµν = εαµλνnα∂λ pode ser considerado como um operador primitivo de primeira
ordem na derivada e no campo constante que controla a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz.
Segue algumas propriedades do operador Πµν :
∂µΠ
µν = 0, nµΠ
µν = 0, ΠµνΠ
µν = 2
(
(n · ∂)2 − n2∂2) ,
ΠµνΠ
νβ = −[δβµ ((n · ∂)2 − n2∂2))− nβ (∂µ(n · ∂)− nµ∂2)−
∂β
(
nµ(n · ∂)− n2∂µ
)
)
]
(2.24)
A ide´ia central e´ a de transformar a quantidade ξγMΠ
µν em uma se´rie de poteˆncias
preservando a natureza de paridade impar do operador Πµν . Neste sentido, devemos
encontrar
MξγΠ
µν →
∑
l=1,3,...
ξγl
(M)l−2
(Πµν)l
→ ξγ1MΠµν +
ξγ3
M
(
ΠµαΠαβΠ
βν = ΠµνDˆ
)
+ ...
→ ξγ1MΠµν +
ξγ3
M
ΠµνDˆ + ... (2.25)
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com Dˆ =
(
(n · ∂)2− n2∂2) representando um operador covariante que controla a violac¸a˜o
de invariaˆncia de Lorentz. Inserindo a Eq.(2.25) na Eq.(2.23) temos
Sγ → Sˆγ = −1
4
∫
d4xAµ
(
ξγ1MΠ
µν +
ξγ3
M
ΠµνDˆ + ...
)
Aν . (2.26)
Atrave´s uso da integrac¸a˜o por parte em conjunto com os seguintes calibres
∂µA
µ = 0 (calibre de Lorentz),
nµA
µ = 0 (calibre de Axial) (2.27)
a Eq.(2.25) deve assumir a forma
Sγ → Sˆγ = −1
2
∫
d4x
[
Mξγ1ε
αµλνnαFλµAν +
ξγ3
M
εαµλνnαn
νnρ(∂λFµν)Fρσ −
ξγ3
M
εαµλνnαn
2ηνρ(∂λFµν)Fρσ + ...
]
. (2.28)
Para ξ ≡ ξγ3 e M ≡ MPl, temos que o segundo termo da expressa˜o acima se equivale ao
modelo de MP dado pela Eq.(2.20).
2.2.2 A Eletrodinaˆmica em Altas Ordens Derivativas
Considerando a segunda e a terceira contribuic¸o˜es da Eq.(2.28) um exemplo de
eletrodinaˆmica em altas ordens derivativas (ξγ3 ≡ ξγ): Pode ser escrito como
LAD = −1
4
FµνF
µν − ξγ
2M
εαµλνnαn
ρnσ(∂λFµρ)Fνσ +
ξγ
2M
εαµλνnαn
2ηρσ(∂λFµρ)Fνσ. (2.29)
Esta teoria preserva naturalmente a invariaˆncia de calibre. Atrave´s das Equac¸o˜es de Euler-
Lagrange, temos que as equac¸o˜es de movimento associadas a Lagrangeana que pode ser
escrita como
ξγ∂β
2M
[∂(εαµλνnαnρnσ(∂λFµρ)Fνσ)
∂(∂βAθ)
]
=
ξγ
2M
[
εαµλνnαn
ρnσ
(
∂β∂λ(δ
β
µδ
θ
ρ − δβρ δθµ)Fνσ +
(∂β∂λFµρ)(δ
β
ν δ
θ
σ − δβσδθν)
)]
= − ξγ
M
εαλνθnαn
σ(n · ∂)∂λFνσ
=
2ξγ
M
(n · ∂)2nαF˜αθ (2.30)
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onde usamos as propriedades de simetria e o calibre Axial dado pela Eq.(2.27). Caminho
similar pode ser aplicado a outra contribuic¸a˜o, e assim, obtemos
ξγ∂β
2M
[∂(εαµλνnαn2ηρσ(∂λFµρ)Fνσ)
∂(∂βAθ)
]
=
2ξγ
M
n2∂2nαF˜
αθ. (2.31)
Enta˜o a forma final para equac¸a˜o de movimento na presenc¸a de uma fonte externa e´ dada
pela expressa˜o:
∂µF
µν +
2ξγ
M
DˆnµF˜
µν = jν (2.32)
sendo a sua forma vetorial dada por
~∇− 2ξγ
M
Dˆ~n · ~B = ρ, (2.33a)
−∂
~E
∂t
+ ~∇× ~B − 2ξγ
M
Dˆ
(
n0 ~B − ~n× ~E
)
= ~j. (2.33b)
Note que no caso no qual o paraˆmetro que controla a violac¸a˜o de Lorentz e´ puramente
tipo-tempo, nµ = (n0,~0), a lei de Gauss e´ restaurada enquanto a lei de Ampe´re modifica-se
como
−∂
~E
∂t
+ ~∇× ~B − 2ξγ
M
n30∂
2
i
~B = ~j. (2.34)
2.2.3 A Relac¸a˜o de Dispersa˜o Modificada
As modificac¸a˜o nas equac¸o˜es de movimento, sugere que a relac¸a˜o de dispersa˜o
tambe´m deva sofrer modificac¸o˜es. Primeiro consideramos a Eq.(2.32) livre de fontes ex-
ternas e a reescrevemos como (no calibre de Lorentz ∂µA
µ = 0):
(
∂2ηµν − 2gεαµλνnα∂λDˆ
)
Aµ = 0. (2.35)
Expressando a soluc¸a˜o como ondas planas:
Aµ(x) = µ(k) exp(−ik · x), (2.36)
sendo agora kµ = (k0 = ω,~k) o quadri-momento, temos
(k2ηµν − 2ginαεαµλνkλDˆ(k)
)
µ(k) = 0. (2.37)
Cap´ıtulo 2: A Violac¸a˜o da Invariaˆncia de Lorentz: campo eletromagne´tico 12
O operador Dˆ(k) e´ dado por
Dˆ(k) = (k · k)2 − n2k2. (2.38)
Atrave´s do determinante do operador associado a Eq.(2.37) obtemos a seguinte relac¸a˜o
de dispersa˜o na forma covariante:
(k2)2 − (2 ξγ
M
)2(
(n.k)2 − n2.k2)3 = 0, (2.39)
que coincide com o resultado obtido em [41]. A relac¸a˜o de dispersa˜o relacionada o modelo
de MP inicial pode ser vista em [42]. Tal como a relac¸a˜o de dispersa˜o associada ao
modelo de CFJ, a expressa˜o acima modifica-se de acordo com a natureza do quadri-vetor
que controla a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz (se e´ tipo-tempo, tipo-espac¸o e tipo-
luz). No entanto, para futuros estudos devemos apenas considerar o caso tipo-tempo,
nµ = (n0=1,~0) (modelo isotro´pico).
Regime Isotro´pico
Admitindo-se que a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz afeta apenas o grupo das
transformac¸o˜es por translac¸o˜es, temos que a Eq.(2.40) reduz a forma
(ω2 − k2γ)2 −
(
2
ξγ
M
)2
k6γ = 0, (2.40)
atrave´s da nossa notac¸a˜o definimos kγ ≡ ~kγ. Note que a Eq.(2.40) representa a forma
isotro´pica de uma relac¸a˜o de dispersa˜o sobre a influeˆncia de operadores de dimensa˜o-
cinco. Contudo, podemos generaliza´-la para uma expressa˜o que descreva a influeˆncia de
operadores de dimensa˜o-n. Segue a relac¸a˜o de dispersa˜o generalizada
E2γ − k2γ − 2λξ(n)γ
knγ
Mn−2
= 0 (2.41)
como duas polarizac¸o˜es λ = ±1 . Para n = 3, recuperamos as modificac¸o˜es cu´bicas
estudadas em [47]. E, para n = 4, 5... temos novas expresso˜es devido ao aumento do
grau da dimensa˜o operador que controla violac¸a˜o de invariaˆncia de Lorentz. Resolvendo
a Eq.(2.41), obtemos
Eγ = kγ
√
1 + 2λξ
(n)
γ
(
kγ/M
)n−2
. (2.42)
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A Velocidade de Grupo e a Velocidade de Fase
Para calcular a velocidade de grupo devemos considerar que vg ≡ ∂Eγ∂kγ tal que
vg =
1 + nλξ
(n)
γ
(
kγ/M
)n−2√
1 + 2λξ
(n)
γ
(
kγ/M
)n−2 . (2.43)
Considerando uma expansa˜o da Eq.(2.43) em torno de (kγ)
n−2  1/(2ξγ(M)2−n. Isto
conduz a
vγ ≈ 1 + λ(n− 1)ξ(n)γ
(
kγ
M
)n−2
. (2.44)
Observe que em n ≥ 3 a velocidade vγ(λ=+) pode exceder a velocidade da luz e introduzindo
assim um problema na causalidade (veja a Ref. [42]).
Por outro lado, a velocidade de fase, pode ser obtida como vf =
Eγ
kγ
:
vf =
√
1 + 2λξ
(n)
γ
(
kγ/M
)n−2
. (2.45)
Neste caso, a diferenc¸a entre a velocidade de grupo e a de fase e´ expressa como
vg − vf =
(n− 2)λξ(n)γ
(
kγ/M
)n−2√
1 + 2λξ
(n)
γ
(
kγ/M
)n−2 . (2.46)
Neste caso, a eletrodinaˆmica usual e´ recuperada num regime em que
(
kγ/M
) 1, isto e´,
a escala de energia muito maior do que o momento dos fo´tons.
Cap´ıtulo 3
A Violac¸a˜o da Invariaˆncia de
Lorentz: Campo Gravitacional
3.1 O Modelo com Campo Gravitacional
Em analogia a extensa˜o eletromagne´tica dada pela Eq.(2.22), consideraremos uma
contribuic¸a˜o gravitacional usada para estender a a ac¸a˜o de Fierz-Pauli (ou gravitac¸a˜o
linearizada) violando a invariaˆncia de Lorentz, [53]:
Sg = −(M1)
3ξg
2
∫
d4x εαµλνnαhρµ∂λh
ρ
ν (3.1)
onde ξg and nα sa˜o paraˆmetros de mesma natureza da extensa˜o eletromagne´tica e M1 e´
escala de massa sens´ıvel para os gra´vitons na qual a invariaˆncia de Lorentz e´ quebrada.
Aqui hµν e´ um tensor sime´trico de segunda ordem responsa´vel por pequenas flutuac¸a˜o na
me´trica, tem-se que hµν = gµν − ηµν , ( veja que gµν e´ o tensor me´trico do espac¸o curvo e
h = ηµνhµν e´ o trac¸o de hµν )[46].
3.1.1 A Invariaˆncia de Calibre
Neste ponto devemos fazer uma breve ana´lise sobre a invariaˆncia de calibre asso-
ciada a ac¸a˜o efetiva gravitacional. Observe que a seguinte transformac¸a˜o de calibre, no
espac¸o-tempo,
δhµν = ∂µξν + ∂νξµ (3.2)
14
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depende do paraˆmetro local ξµ(x). Assim, a Eq.(3.1) implica na seguinte variac¸a˜o:
δLg ∼
∫
d4x εαµλνnαξµ∂λ∂ρh
ρ
ν (3.3)
que geralmente na˜o deve se anular. Assim, temos que a ac¸a˜o efetiva Sg na˜o possui in-
variaˆncia sobre as transformac¸o˜es calibre. Uma forma de remediar esse problema seria
a de lanc¸ar ma˜o de um tipo de procedimento conhecido como me´todo de Stueckelberg
usado para gravidade massiva [46]. Para aplicar esse procedimento no caso em questa˜o,
primeiro devemos redefinir o campo gravitacional na forma
hµν → hµν + ∂µAν + ∂νAµ (3.4)
com Aµ sendo um campo auxiliar, e inserirmos na Eq.(3.1) (termo invariante de calibre).
Obtemos,
Sg → Smod ≡ Sg − (M1)
3ξg
2
∫
d4x εαµλνnα
(
∂λAµ∂
2Aν + 2hµσ∂λ∂
σAν
)
. (3.5)
Desta forma, podemos verificar que a ac¸a˜o Smod e´ invariante frente a transformac¸a˜o de
calibre, Eq.(3.2) com aux´ılio de
δAµ = −ξµ. (3.6)
A presenc¸a de termos que violam explicitamente a invariaˆncia de Lorentz no setor de
gravidade pode gerar aparentes inconsisteˆncias tais como a quebra o difeomorfismo e con-
sequ¨entemente ∇µT µν 6= 0 (com T µν sendo o tensor energia-momento). Contudo, esta
inconsisteˆncia pode ser resolvida admitindo-se que quebra da invariaˆncia de Lorentz possa
ocorrer de forma espontaˆnea ( veja a Ref.[39]). Contudo, na Ref.[40] foi mostrado que os
resultados contidos em [39] sa˜o demasiadamente fortes e que a presenc¸a de contribuic¸o˜es
que violam explicitamente a invariaˆncia de Lorentz na gravitac¸a˜o sa˜o perfeitamente per-
mitidos, desde que obedec¸am algumas condic¸o˜es de consisteˆncias. Isto tambe´m se aplica
a gravitac¸a˜o massiva.
3.1.2 Extensa˜o em Altas Ordens Derivativas
Neste ponto, devemos reescrever a ac¸a˜o efetiva dada pela Eq.(3.1) como uma se´rie
de operadores derivativos, tal como o procedimento eletromagne´tico. Primeiro reescreve-
mos,
Sg = −(M1)
3ξg
2
∫
d4xhρµΠ
µνhρν (3.7)
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com Πµν = εαµλνnα∂λ ana´logo ao caso eletromagne´tico. Temos,
M1ξgΠ
µν →
∑
l=1,3,...
ξgl
(M1)l−2
(Πµν)l
→ ξg1M1Πµν +
ξg3
M1
(
ΠµαΠαβΠ
βν = ΠµνDˆ
)
+ ... (3.8)
de acordo com as identidades mostradas pela Eq.(2.24). Inserindo a Eq.(3.8) na Eq.(3.7)
obtemos as seguintes ac¸o˜es efetivas:
Sg → Sˆg = −(M1)
2
2
∫
d4x
[
M1ξg1ε
αµλνnαhρµ∂λh
ρ
ν +
ξg3
M1
εαµλνnαhρµ∂λDˆ h
ρ
ν + ...
]
. (3.9)
Portanto, tambe´m obtemos operadores de dimensa˜o-cinco como contribuic¸a˜o de uma se´rie
de poteˆncia de operadores derivativos que certamente conduzira´ a modificac¸o˜es cu´bicas da
relac¸a˜o de dispersa˜o das ondas gravitacionais. Note que o termo extra dado pela Eq.(3.9)
deve satisfazer todos os crite´rios de Myers-Pospelov para construc¸a˜o de operadores de
dimensa˜o mais elevada.
3.1.3 Gravidade Linearizada em Altas Ordens Derivativas
Neste ponto consideramos a segunda contribuic¸a˜o, Eq.(3.9) como modificac¸a˜o dinaˆmica
da ac¸a˜o de Fierz-Pauli na presenc¸a de um termo de massa. Nosso objetivo e´ o de anali-
sar alguns aspectos da relac¸a˜o de dispersa˜o modificada para as ondas gravitacionais. A
Lagrangeana e´ reescrita como (ξg3 ≡ ξg):
Lg = (M1)
2
2
[1
2
∂λhµν∂
λhµν + ∂µhνλ∂
νhµλ − ∂µhµν∂νh+ 1
2
∂λh∂
λh+
1
2
m2g
(
hµνh
µν − h2)− ξg
M1
εαµλνnαhρµ∂λDˆ h
ρ
ν
]
, (3.10)
disposta a descrever a dinaˆmica de um campo massivo de spin-2 que viola a invariaˆncia de
Lorentz. A invariaˆncia de calibre da Lagrangeana, Eq.(3.10) e´ perdida naturalmente pela
presenc¸a do termo de massa. E este aspecto e´ reforc¸ado pelo fato de que a extensa˜o que
viola a invariaˆncia de Lorentz tambe´m destro´i a invariaˆncia de calibre tal como a ac¸a˜o
efetiva, Eq.(3.1). Contudo, este problema pode ser remediado pelo uso do formalismo
de Stuckelberg. Ale´m do que ja´ foi dito anteriormente, discusso˜es mais elaboradas sobre
poss´ıveis inconsisteˆncias provocadas pela perda da invariaˆncia de calibre na gravitac¸a˜o
com violac¸a˜o da invariaˆncia de calibre podem ser consultadas em [39, 40], (veja tambe´m
em [43], [44], [45]).
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3.2 As Equac¸a˜o de Movimento
Para obter a equac¸a˜o movimento associada a Lagrangeana gravitacional, Eq.(3.10),
consideramos
δLg
δhµν
= 0. (3.11)
Por razo˜es dida´ticas os ca´lculos podem ser efetuados dividindo a Lagangreana gravitaci-
onal em treˆs parcelas:
Lg → L(01)g + L(02)g + L(03)g (3.12)
onde L(01)g e´ termo usual da gravitac¸a˜o linearizada, L(02)g e´ o termo de massa e L(03)g a
parte que viola a invariaˆncia de Lorentz. Aplicando a variac¸a˜o primeiro na parte usual,
temos
δL(01)g =
1
2
∂λ(δh
µν)∂λhµν+
1
2
∂λhµν∂
λ(δhµν)+ ∂λ(δhµν)∂νhµλ+
∂µhνλ∂
λ(δhµν)− ∂µ(δhµν)∂νh− ∂αhαβ∂βηµν(δhµν) +
1
2
∂ληµν(δh
µν)∂λh+
1
2
∂λh∂
ληµν(δh
µν) (3.13)
tal que
δL(01)g
δhµν
= −2hµν − ∂µ∂λhλν − ∂ν∂λhλµ + ∂µ∂νh+ ηµν∂α∂βhαβ −2hηµν . (3.14)
Da mesma maneira, devemos obter
δL(02)g
δhµν
= −m2g(hµν − hηµν)δhµν , (3.15a)
δL(03)g
δhµν
=
2ξg
M1
εσµλβnσ∂λDˆη
ανhαβ. (3.15b)
Inserindo as expresso˜es, Eq.(3.14), Eq.(3.15a) e Eq.(3.15b) na Eq.(3.11), obtemos
2hµν − ∂λ∂µhλν − ∂λ∂νhλµ + ηµν∂λ∂σhλσ + ∂µ∂νh
−ηµν2h+m2g
(
hµν − ηµνh)− 2ξg
M1
εσµλβnσ∂λDˆ η
ανhαβ = 0. (3.16)
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Assumindo que mg 6= 0 podemos submeter a Eq.(3.16) a duas condic¸o˜es. A primeira
condic¸a˜o adimite que ∂µh
µν = ∂νh, e reduzindo assim, a equac¸a˜o de movimento a forma
2hµν − ∂µ∂νh+m2g(hµν − ηµνh)−
2ξg
M1
εσµλβnσ∂λDˆ η
ανhαβ = 0 (3.17)
que pode ser associada a uma segunda condic¸a˜o de trac¸o nulo: h = 0. Diante das
condic¸o˜es, a Eq.(3.16), reduz mais ainda[(
2+m2g
)
ηαµηβν − 2ξg
M1
εσµλβnσ∂λDˆ η
αν
]
hαβ = 0, (3.18)
Note que mesmo na forma reduzida, a Eq.(3.18) pode modificar a relac¸a˜o de dispersa˜o
para a propagac¸a˜o das ondas gravitacionais.
3.2.1 A Relac¸a˜o de Dispersa˜o
Como foi feito anteriormente, para obtermos relac¸a˜o de dispersa˜o associada a
Eq.(3.18), primeiro devemos reescrever esta equac¸a˜o no espac¸o dos momentos:[(
k2 −m2g
)
ηαµηβν + 2i
(
ξg/M1
)
εσµλβnσ∂λDˆ(k) η
αν
]
αβ(k) = 0. (3.19)
com Dˆ(k) dado no cap´ıtulo anterior. Atrave´s do ca´lculo do determinante, obtemos a
seguinte relac¸a˜o covariante:
(
k2 −m2g
)2 − (2ξg/M1)2((n · k)2 − n2k2)3 = 0. (3.20)
Note que para mg = 0, a equac¸a˜o acima se equivale ao caso eletromagne´tico. Analisaremos
esta expressa˜o apenas para o caso isotro´pico, nµ = (1,~0).
Regime Isotro´pico
A forma isotro´pica da Eq.(3.20) e´ escrita como (kg ≡ |~k|):
E2g − k2g −m2g − 2λ
ξg
M1
k3g = 0 (3.21)
a qual a sua forma generalizada para operadores de dimensa˜o-n e´ da forma
E2g − k2g −m2g − 2λξ(n)g
kng
Mn−21
= 0. (3.22)
Com λ = ± definindo dois modos de polarizac¸a˜o para as ondas gravitacionais.
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Ao resolvermos a Eq.(3.22) obtemos as seguintes soluc¸o˜es:
Eg = kg
√
1 + 2λξ
(n)
g
(
kg/M1
)n−2
+
(
mg/kg
)2
. (3.23)
No limite ξg → 0 devemos recuperar o caso usual da gravitac¸a˜o massiva [50]. Por outro
lado, no regime de
(
mg/kg
) 1 a Eq.(3.23) se equivale a propagac¸a˜o dos fo´tons obtidas
no cap´ıtulo anterior.
A Velocidade Grupo e a Velocidade de Fase
De acordo com a Eq.(3.23) temos que a velocidade dos gra´vitons massivos sofrem
modificac¸o˜es devido a violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz. Note que a velocidade de grupo
definida como vg ≡ ∂Eg∂kg nos fornece
vg =
1 + nλξ
(n)
g
(
kg/M1
)n−2√
1 + 2λξ
(n)
g
(
kg/M1
)n−2
+ (mg/kg)2
. (3.24)
Considerando uma expansa˜o da Eq.(3.24) em torno de k2g  m2g desde que (kg)n−2 
1/
(
2ξg(M1)
2−n, temos
vg ≈ 1−
m2g
2k2g
+ λ(n− 1)ξ(n)g
(
kg
M1
)n−2
(3.25)
no limite de M1  mg. Enquanto que a velocidade de fase definida por vf ≡ Egkg deve
reproduzir
vf =
√
1 + 2λξ
(n)
g
(
kg/M1
)n−2
+
(
mg/kg
)2
. (3.26)
A diferenc¸a entre as velocidades, Eq.(3.24) e a Eq.(3.26) e´ dada por
vg − vf =
(n− 2)λξ(n)g
(
kg/M1
)n−2 − (mg/kg)2√
1 + 2λξ
(n)
g
(
kg/M1
)n−2
+
(
mg/kg
)2 . (3.27)
E, expandindo a Eq.(3.27), temos ainda
vg − vf ≈ −
(
mg
kg
)2
+
1
2
(
mg
kg
)4
+ (n− 2)λξ(n)g
(
kg
M1
)n−2
−
1
2
(n− 4)λξ(n)g
(
kg
M1
)n−4(
mg
M1
)2
(3.28)
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que se reduz mais ainda se M1  mg apenas em primeira ordem no fator m2g/k2g :
vg − vf ≈ −
(
mg
kg
)2
+ (n− 2)λξ(n)g
(
kg
M1
)n−2
. (3.29)
Note que a presenc¸a da massa do graviton e´ de extrema importaˆncia para extrair alguns
limites a cerca da violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz. Um exemplo disso e´ se admitimos
que ambas as velocidades de grupo e de fase sejam iguais (vg) = vf . Neste regime devemos
obter
ξ
(n)
g
(M1)n−2
=
1
(n− 2)
m2g
(kg)n
(3.30)
Esta expressa˜o sera´ u´til para futuros ca´lculos de fenomenologia.
Cap´ıtulo 4
Limites Fenomenolo´gicos
Neste cap´ıtulo, devemos usar alguns aspectos das velocidades de propagac¸o˜es dos
fo´tons e dos gra´vitons massivos e impor limites sobre os paraˆmetros que controlam a
violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz no electromagnetismo, ξγ e na gravitac¸a˜o, ξg. Para este
fim, devemos usar uma relac¸a˜o nas observac¸o˜es do Fermi (GMB) e LIGO (GW150914)
que reproduz uma medida no atraso temporal de ∆t ∼ 0.40 s entre o as propagac¸o˜es das
ondas eletromagne´ticas e gravitacionais [52]. Recentemente, uma abordagem gravitacional
que viola a invariaˆncia de Lorentz foi introduzido de tal maneira a se investigar o seus
efeitos na propagac¸a˜o das ondas gravitacionais [54]. Contudo, na˜o e´ considerado os efeitos
simultaˆneos da violac¸a˜o de Lorentz nos setores eletromagne´ticos e gravitacionais. A seguir
mostraremos um caminho diferente.
4.0.2 O Atraso Temporal na Propagac¸a˜o entre Fo´tons e Gra´vitons
A diferenc¸a entre as propagac¸o˜es das ondas gravitacionais e eletromagne´ticas: ∆t =
∆tg −∆tγ, e´ dada por [48]:
∆t = ∆ta − (1 + z)∆te. (4.1)
Onde ∆ta (a quantidade medida ) e´ o atraso na chegada na terra e ∆te (a quantidade
desconhecida) e´ o atraso de emissa˜o da fonte em func¸a˜o do redshift z. Aqui no´s assumimos
que ∆te = 0 para as velocidades dos gra´vitons e dos fo´tons e assim, obter limites sobre
a violac¸a˜o de invariaˆncia de Lorentz. Ao considerarmos um modelo de universo espacial-
mente plano, Ωk = 0 admitimos a propagac¸a˜o de fo´tons e gra´vitons superluminais. Neste
cena´rio, a expressa˜o para o atraso temporal e´ dada como
∆ta = ∆tg −∆tγ = H−10
∫ z
0
(
1
vg(+)
− 1
vγ(+)
)
dz′√
Ωm(1 + z′)3 + ΩΛ
(4.2)
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onde H0 = 67.8 Km (s Mpc)
−1 e´ a constante de Hubble (H−10 = 4.55 × 1017 s), Ωm e´
paraˆmetro que define a quantidade de mate´ria no universo e ΩΛ e´ o paraˆmetro de densidade
de energia escura. Usando as Eq.(2.44) e Eq.(3.25) temos primeiro:(
1
vg(+)
− 1
vγ(+)
)
≈ m
2
g
2k2g
− (n− 1)
(
ξ(n)g
(
kg
M1
)n−2
− ξ(n)γ
(
kγ
M
)n−2)
(4.3)
que associada a Eq.(3.30) devemos obter(
1
vg(+)
− 1
vγ(+)
)
≈ −
(
n
(n− 2)
m2g
2k2g
− (n− 1)ξ(n)γ
(
kγ
M
)n−2)
. (4.4)
Inserindo a Eq.(4.4) na Eq.(4.2), encontramos finalmente
∆ta = −H−10
(
n
(n− 2)
m2g
2k2g
− (n− 1)ξ(n)γ
(
kγ
M
)n−2)∫ z
0
dz′√
Ωm(1 + z′)3 + ΩΛ
. (4.5)
tal que
ξ
(n)
γ
(M)n−2
=
(kγ)
2−n
(n− 1)
[
n
(n− 2)
m2g
2k2g
− ∆ta
(n− 1)H−10
(∫ z
0
dz′√
Ωm(1 + z′)3 + ΩΛ
)−1]
. (4.6)
Agora resolvendo a integral da Eq.(4.6) para Ωm = 0.31, ΩΛ = 0.69 e o redshift z = 0.09
e usando os seguintes valores: ∆ta = 0.40 s, kg ∼ 4.13 × 10−13 eV, mg ∼ 10−22eV e
kγ ∼ 50 keV sendo a energia dos fo´tons emitidos de exploso˜es de raios gama monitorada
pelo Fermi(GMB)[29]. Obtemos
ξ(n)γ .
(
(0.29)n2 − (10.19)n− 19.80)× 10−(4n+11)
(n− 1)(n− 2)(5.0)n−2
(
M
eV
)n−2
, (4.7)
a qual para n = 3, tem-se:
ξ(n=3)γ . (3.0M)× 10−22(eV)−1, (4.8)
que corresponde a um paraˆmetro dependente da escala de massa. Em particular, ao con-
siderar M ∼ 1028eV, como sugerido em [51, 31] na Eq.(4.8)devemos obter ξ(n=3)γ ∼ 106.
Portanto para essa escala de massa, o resultado na˜o e´ adequado fenomenologicamente.
Conclui-se enta˜o que o valor para M necessita de ajustes talvez para uma escala inter-
media´ria tal como a de Horaˇva-Lifshitz ( veja em [49]).
Note que atrave´s da Eq.(3.30) devemos encontrar
ξ(n=3)g .
10−44+13n
(4.13)n(n− 2)
(
M1
eV
)n−2
(4.9)
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a qual para n = 3, tem-se
ξ(n=3)g .
(
1.4M1
)× 10−7(eV)−1 (4.10)
Portanto uma relac¸a˜o que podemos obter e´ dada atrave´s de
ξ
(n=3)
g
ξ
(n=3)
γ
= 2.1× 1015
(
M1
M
)
. (4.11)
Note que se for considerado M M1 temos que a raza˜o acima tende a valores realistica-
mente fenomenolo´gicos.
4.0.3 Diferenc¸a Entre as Velocidades dos Fo´tons e Gra´vitons
Diante dos resultados obtidos anteriormente, podemos impor limites para a dife-
renc¸a entre as velocidades dos fo´tons e gra´vitons. Primeiro determinamos a velocidade
para o gra´vitons. Neste caso, inserindo a Eq.(3.30) na Eq.(3.25), obtemos
vg = 1−
(
1− λ(n− 1)
(n− 2)
)
m2g
2k2g
= 1− (0.5)
(
1− λ(n− 1)
(n− 2)
)
× 10−18 (4.12)
que independe explicitamente da influeˆncia da violac¸a˜o de Lorentz, mesmo assim, ainda
dependente da polarizac¸a˜o. Claro, levando em conta o caso particular que as velocidade
de grupo e de fase sejam iguais. Para (λ = −1) e n = 3, temos:
vg = 1− 1.50× 10−18. (4.13)
Agora inserindo a equac¸a˜o Eq.(4.7) na equac¸a˜o Eq.(2.44), temos a velocidade de grupo
do fo´ton:
vγ = 1 + λ
(
(0.29)n2 − (10.19)n− 19.80)× 10−(4n+11)
(n− 2)(5.0)(n−2)
(
kγ
eV
)n−2
. (4.14)
Assim, obtemos para (λ = −1) e n = 3:
vγ . 1 + 4.77× 10−18. (4.15)
E consequ¨entemente, diferenc¸a entre as velocidades dos fo´tons e gra´vitons e´
vγ − vg . 0.62× 10−17 (4.16)
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que e´ aproximadamente os limites encontrados em [31] (veja tambe´m [32]).
Cap´ıtulo 5
Concluso˜es e Perspectivas
Neste trabalho, tomamos como base o modelo de Myers-Pospelov e estudamos os
efeitos da LIV pela introduc¸a˜o de operadores de altas ordens derivativas como extenso˜es
efetivas das teorias eletromagne´tica e gravitacional massiva. Enta˜o calculamos as equac¸o˜es
de movimento e as relac¸o˜es de dispersa˜o para ambos os setores. Em seguida, fizemos
ana´lise detalhadas das velocidades dos fo´tons e dos gra´vitons massivos, bem como, as
poss´ıveis relac¸o˜es entre elas.
Assumindo-se que as ondas detectadas (eletromagne´ticas e as gravitacionais) sejam
produzidas pelo mesmo processo astrof´ısicos, limites sobre os paraˆmetros que controlam a
LIV nos setores eletromagne´tico, ξγ e gravitacional, ξg, sa˜o obtidos atrave´s do significado
das velocidades associadas, o atraso temporal na propagac¸a˜o dos fo´tons e gra´viotons e en-
tre as velocidades dos fo´tons e gra´vitons. Para alguns casos, verificamos uma dependeˆncia
de ξγ e ξg das respectivas escalas de massa, M e M1 pelas quais os efeitos da LIV tornam-se
relevantes. Quando consideramos valores espec´ıficos para as escalas M1 e M encontramos
valores associados a ξg e ξγ inconsistentes do ponto de vista fenomenolo´gico. Contudo,
quando consideramos a raza˜o entre ξg e ξγ ate´ pode ser interessante do ponto de vista
fenomenolo´gico, se M  M1. Finalmente, estimamos um valor entre as velocidades do
fo´ton e do gra´viton que e´ compat´ıvel com alguns resultados ja´ apresentados na literatura.
As diversas determinac¸o˜es de restric¸o˜es de modelos que violam a simetria de Lorentz
atrave´s de dados astrof´ısicos compo˜em uma linha de pesquisa bastante atual e frut´ıfera.
Neste sentido, nosso trabalho pode gerar outros novos estudos. Como exemplo, pode-se
manter os mesmos modelos abordados aqui e testa´-los pelo uso de outros eventos de GRB
e GW. Ale´m disso, pode-se construir modelos fermioˆnicos em altas ordens derivativas e
determinar suas restric¸o˜es atrave´s de dados de detecc¸a˜o de neutrinos oriundos de eventos
de supernova.
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